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ЧИСЛЕННЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ ПРИ РАССМОТРЕНИИ 
УРАВНЕНИЙ МЕТОДА ВТОРИЧНЫХ ИСТОЧНИКОВ 

 
Рассматриваются вопросы, связанные с решением интегральных уравнений 
которыми описывается распределение поверхностной плотности вторичных 
источников. Разработаны алгоритмы решения интегральных уравнений теории 
потенциала. 

Ключевые слова: уравнение Фредгольма, вторичные источники, плот-
ность двойного слоя, внутренняя задача Дирихле. 
 

Введение. При рассмотрении электромагнитных полей в средах  
с кусочно-однородными электрофизическими характеристиками од-
ним из возможных методов расчета есть метод вторичных источников 
[1]. Данный метод, как известно, заключается в замене неоднородной 
среды на однородную при помощи введения дополнительных источ-
ников поля, которые наведены на границах раздела. Уравнения метода 
вторичных источников для плоскопараллельного поля аналогичны 
интегральным уравнениям теории потенциала для решения внутрен-
них или внешних краевых задач на плоскости, когда решение первой 
краевой задачи ищется в  виде логарифмического потенциала двойного 
слоя с неизвестной плотностью, а решение второй краевой задачи –  
в виде потенциала простого слоя с неизвестной плотностью [2, 3]. От-
личие, впрочем, заключается в числовом параметре, который часто 
бывает близок к характеристическому, что может приводить к по-
грешностям при решении. В связи с указанной аналогией довольно 
актуальной может являться разработка алгоритмов решения таких за-
дач, тем более что распространенные прикладные программы решения 
различных полевых задач, реализующие различные численные методы 
могут вызывать недоверие с точки зрения достоверности полученных 
результатов. Актуальность, кроме того, обусловлена тем, что инте-
гральные уравнения для внутренней первой краевой задачи и внешней 
второй краевой задачи имеют сопряженные ядра (аналогично и для 
внешней первой и внутренней второй краевых задач), то есть по одним 
и тем же алгоритмам возможно получение решения нескольких задач. 

Целью работы является разработка алгоритмов решения инте-
грального уравнения для внутренней задачи Дирихле, проверка полу-
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ченных результатов путем сравнения полученных решений с аналити-
ческими. Интерес именно к этой задаче вызван сопряженностью ядер 
интегральных уравнений для внутренней первой и внешней второй 
краевых задач. В то же время внешняя задача Неймана может иметь 
значение в таких приложениях как, например, рассмотрение экрани-
рующей способности магнитных экранов, поскольку поле, созданное 
простым слоем токов намагниченности, с внешней стороны от ферро-
магнитного тела вычитается из поля созданного намагничивающими 
токами. 

Основной материал. Для случая, когда вторичным источником 
является простой слой вторичных токов намагниченности, распреде-
ление поверхностной плотности тока на  границе раздела сред описы-
вается уравнением Фредгольма второго рода, которое для плоскопа-
раллельного поля запишем в виде [4].  
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где Q, M – произвольные точки на контуре интегрирования, F(Q) – 
свободный член, всегда известная функция, которая определяется рас-
пределением токов проводимости в рассматриваемой задаче, σ – иско-
мая поверхностная плотность связанного тока намагниченности, λ – 
числовой параметр, который для слабонасыщенной стали можно при-
нять равным 1, rQM – расстояние между точками контура, nQ – нормаль 
к контуру в точке Q. Известно, что решение уравнения (1) для слабо-
насыщенной стали эквивалентно решению внешней или внутренней 
задачи Неймана [4]. Ядра интегральных уравнений первой и второй 
краевых задач сопряженные, точки Q и M в них меняются местами, в 
тоже время для внутренней задачи Дирихле имеем уравнение (для слу-
чая, если контур ограничивающий область задан параметрически) [5]. 
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где µ – искомая плотность двойного слоя, t, τ – значения параметра, 
который определяет положение точки на кривой которая ограничивает 
область в которой ищется решение задачи, который в данном случае 
меняется от 0 до 2π, ν – внешняя нормаль к контуру в точке τ, dl – эле-
мент длины дуги, f(t) – заданная функция, граничное условие. При 
этом ядро интегрального уравнения, пропуская промежуточные пре-
образования, можно переписать в виде [6]. 
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Один из наиболее распространенных способов решения здесь – 
квадратурный. Интеграл в уравнении заменяют конечной суммой и 
приводят к системе линейных алгебраических уравнений. В качестве 
приближенных формул интегрирования используем квадратурные 
формулы Гаусса-Лежандра с 16 узлами и прямоугольников с 3600 уз-
лами. 

При этом заметим, что при применении формул Гаусса-Лежандра 
узлы находим в виде [7]: 
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где b, a – соответственно верхний и нижний пределы интегрирования, 
xi – приведенные в [7] нули полинома Лежандра, то есть те xi для кото-
рых по определению полинома Лежандра имеем: 
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После чего при применении формул Гаусса-Лежандра производят 
пересчет весов квадратурной формулы, которые в [8] приведены для 
стандартного промежутка [-1, 1]. 
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где Ci – весы квадратурной формулы, приведенные для промежутка  
[-1, 1], Ai – весы квадратурной формулы для рассматриваемого проме-
жутка интегрирования. 

Система линейных алгебраических уравнений решалась методом 
Гаусса, после чего решение (для случая с 16 узлами интегрирования) 
интерполируется полиномом. 

При определении точности разработанных алгоритмов решения, 
полученные при решении уравнения (2) с применением указанных 
квадратурных формул, сравним с точными решениями полученными 
аналитически. Так, решение внутренней задачи Дирихле, искомую 
гармоническую функцию u(r, ϕ) для круга радиуса R обычно получают 
умножением членов разложения граничного условия в ряд Фурье на 

отношение ,)( nRr  где n принимает значения от 0 до бесконечности. 

Поставим модельную задачу, допускающую аналитическое решение: 
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Которая имеет своим решением функцию вида: 
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На рис. приведено решение (на границе области) уравнения (2) 
для указанной краевой задачи. 
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Рис. – Зависимость решения задачи (8) от параметра .t  

 
В табл. приведены значения искомой функции полученные при 

применении формул прямоугольников и Гаусса-Лежандра а также 
точное аналитическое решение, полученное по формуле (9), при 3 
произвольно выбранных различных значениях параметра (t). 

 
Таблица – Различные решения задачи (7) при 3 произвольных значениях  

параметра (t). 
 t = 1,7471 t =3,3912 t = 4,2708 
Точное решение -0,1079 -18,1979 -1,561 
Решение по формуле прямоугольников  -0,1078 -18,1980 -1,561 
Решение по формуле Гаусса-Лежандра -0,1077 -18,1973 -1,556 

 
Выводы: Разработанные алгоритмы решения интегрального 

уравнения для внутренней задачи Дирихле обеспечивают достаточную 
точность решения. В дальнейшем актуальной является разработка ана-
логичных алгоритмов для внутренней второй и внешней первой крае-
вых задач. 
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Questions connected with solving integral equations that describe the distribu-

tion of secondary sources density are considered. Algorithms for the potential prob-
lems solving are developed. 
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